4. Pochodna funkcji jednej zmiennej

4.1. Definicja pochodnej funkcji, geometryczna interpretacja pochodnej funkcji

Definicja 4.1. Pochodną funkcji 
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Pochodną funkcji 
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Uwaga 4.2. Pochodna funkcji jednej zmiennej o równaniu 
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Interpretacja geometryczna pochodnej. Gdy 
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Różniczkowanie to szukanie pochodnej funkcji. 

Funkcja jest funkcją różniczkowalną w danym punkcie, jeżeli ma w tym punkcie pochodną skończoną.

Jeżeli funkcja jest różniczkowalna w danym punkcie, to jest w tym punkcie ciągła.

Funkcja jest ciągła w punkcie 
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4.2. Obliczanie pochodnej funkcji na podstawie definicji pochodnej

Pochodna sumy, różnicy, iloczynu oraz ilorazu funkcji

Uwaga 4.3. Sumę funkcji 
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Niech funkcje 
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2.
Pochodna różnicy funkcji:
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Dowód. Analogicznie jak dla pochodnej sumy funkcji.

3.
Pochodna iloczynu stałej i funkcji:
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4.
Pochodna iloczynu funkcji:
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5.
Pochodna ilorazu funkcji:
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Dowód. Wychodzimy od funkcji oczywistej 
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Ostatecznie mamy:
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4.3. Pochodna funkcji złożonej

Niech funkcja złożona 
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4.4. Pochodna funkcji odwrotnej

Niech funkcja 
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4.5. Pochodne ważniejszych funkcji elementarnych

1. Pochodną funkcji stałej:
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2. Pochodną funkcji:
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Wzór powyższy jest prawdziwy również dla 
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3. Pochodną funkcji:
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4. Pochodną funkcji:
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5. Pochodną funkcji:
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6. Pochodną funkcji:
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7. Pochodną funkcji:
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10. Pochodną funkcji:
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Przykład 4.7. Obliczyć granicę 


[image: image203.wmf]x

x

sin

lim

0

x

®

.

Rozwiązanie. 
[image: image204.wmf],

sin

)

(

x

x

f

=

 
[image: image205.wmf]x

x

g

=

)

(

 mamy:


[image: image206.wmf],

0

lim

)

(

lim

,

0

sin

lim

)

(

lim

0

0

0

0

=

=

=

=

®

®

®

®

x

x

g

x

x

f

x

x

x

x

 

więc nie możemy stosować wzoru 


[image: image207.wmf])

(

lim

)

(

lim

)

(

)

(

lim

0

0

0

x

g

x

f

x

g

x

f

x

x

x

®

®

®

=


Otrzymaliśmy wyrażenie nieoznaczone postaci 
[image: image208.wmf]0

0

, obliczmy pochodne:


[image: image209.wmf]x

x

x

f

cos

)

(sin

)

(

=

¢

=

¢

,

skąd 
[image: image210.wmf]1

)

0

(

=

¢

f

,


[image: image211.wmf]1

)

(

)

(

=

¢

=

¢

x

x

g

,

skąd 
[image: image212.wmf]1

)

0

(

=

¢

g

,

Widać, że spełnione są warunki reguły de L’Hospitala, więc dostajemy:


[image: image213.wmf]1

1

cos

lim

sin

lim

0

x

0

0

0

x

=

=

®

ú

û

ù

ê

ë

é

®

x

x

x

H

.

Przykład 4.8. Obliczyć granicę
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Przykład 4.9. Obliczyć granicę
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Przykład 4.10. Obliczyć granicę
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Przykład 4.11. Obliczyć granicę
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czyli mamy wyrażenie nieoznaczone postaci 
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Przykład 4.12. Obliczyć granicę
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Zatem:
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4.8. Badanie przebiegu zmienności funkcji jednej zmiennej

4.8.1. Twierdzenia o wartości średniej. Monotoniczność funkcji

Twierdzenie 4.13. (Rolle’a). Jeżeli jest dana funkcja 
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 ciągła w przedziale 
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Dowód. Na podstawie twierdzenia o funkcjach ciągłych w przedziale domkniętym istnieje wewnątrz tego przedziału przynajmniej jeden taki punkt 
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Niech w punkcie 
[image: image267.wmf]1

x
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Granica ilorazu różnicowego istnieje na mocy założenia, z (4.2) i (4.3) wynika, że 
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Twierdzenie 4.14. (Lagrange’a jest uogólnieniem twierdzenia Rolle’a). Niech 
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 będzie funkcją ciągłą w przedziale 
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Dowód pomijamy, rys. 4.4.
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Wniosek 4.15. Jeżeli pochodna funkcji 
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Wniosek 4.16. Jeżeli pochodna funkcji 
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 jest ujemna dla każdego 
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, to funkcja 
[image: image324.wmf]f

 jest malejąca w tym przedziale.

4.8.2. Ekstrema lokalne funkcji

Definicja 4.17. Mówimy, że funkcja 
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 ma minimum lokalne dla 
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Definicja 4.18. Mówimy, że funkcja 
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 ma maksimum lokalne dla 
[image: image332.wmf]0

x

 jeżeli istnieje taka liczba 
[image: image333.wmf]0

>

e

, że 
[image: image334.wmf]f

D

x

S

Ì

)

,

(

0

e

 oraz, że dla każdego 
[image: image335.wmf])

,

(

0

e

x

S

x

Î

 zachodzi nierówność 
[image: image336.wmf])

(

)

(

0

x

f

x

f

<

.

[image: image562.wmf])

(

0

x

f


Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji. Jeżeli funkcja 
[image: image337.wmf]f

 osiąga w punkcie 
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 ekstremum to jej pochodna w tym punkcie jest równa zero, lub nie istnieje. 

Jest to warunek konieczny ale niewystarczający.
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Nie są spełnione warunki definicji ekstremum lokalnego funkcji (def. 4.17, 4.18), dla każdego 
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Warunki wystarczające istnienia ekstremum funkcji.

1. Jeżeli 
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 jest różniczkowalna w pewnym sąsiedztwie punktu 
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 mamy ekstremum lokalne. Jeżeli znak zmienia się z „ – ’’ na „ + ’’, to jest minimum, natomiast jeżeli z „ + ’’ na „ – ’’, to jest maksimum lokalne.
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Przykład 4.20. Znaleźć ekstremum lokalne funkcji 
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Rozwiązanie. Dziedziną funkcji 
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 jest zbiór liczb rzeczywistych. Obliczmy pochodną funkcji 
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Sprawdźmy czy jest spełniony pierwszy warunek wystarczający istnienia ekstremum lokalne funkcji 
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Jeżeli funkcji 
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4.8.3. Znajdowanie ekstremów globalnych

Niech 
[image: image384.wmf]f

 będzie funkcją ciągłą w przedziale 
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4. Wypisujemy końce przedziałów,

5. Obliczamy wartość 
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 we wszystkich wypisanych punktach,

6. Wybieramy te punkty, w których wartość funkcji jest największa i najmniejsza.

4.8.4. Wypukłość i wklęsłość funkcji

Definicja 4.21. Mówimy, że wykres funkcji 
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Definicja 4.22. Niech funkcja 
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 jest punktem przegięcia wykresu funkcji, albo krócej jest on punktem przegięcia funkcji, jeżeli w punkcie 
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4.8.5. Asymptoty funkcji

Definicja 4.24. Prosta, do której krzywa zbliża się nieograniczenie nazywa się asymptotą tej krzywej. Asymptotę, która nie jest prostopadła do osi odciętych nazywamy asymptotą ukośną. Asymptotę prostopadłą do osi odciętych nazywamy asymptotą pionową.

Asymptota ukośna
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Asymptota pionowa.

Mówimy, że krzywa będąca wykresem funkcji 
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4.8.6. Badanie przebiegu zmienności funkcji

Do badania przebiegu zmienności funkcji i budowania wykresu funkcji potrzebne jest:

1. Wyznaczenie dziedziny funkcji,

2. Wyznaczenie miejsc zerowych funkcji,

3. Wyznaczenie granic funkcji na końcach przedziałów określoności,

4. Zbadanie parzystości funkcji,

5. Wyznaczenie asymptot

6. Wyznaczenie przedziałów monotoniczności funkcji:

a)  obliczenie pierwszej pochodnej funkcji,

b) wyznaczenie miejsc zerowych pierwszej pochodnej funkcji,

c) wyznaczenie przedziałów, w których pierwsza pochodna jest dodatnia oraz przedziałów, w których pierwsza pochodna jest ujemna,

7. Wyznaczenie przedziałów wypukłości i wklęsłości funkcji:

a) obliczenie drugiej pochodnej funkcji

b) wyznaczenie miejsc zerowych drugiej pochodnej funkcji,

c) wyznaczenie przedziałów, w których druga pochodna jest dodatnia oraz przedziałów, w których druga pochodna jest ujemna,

8. Wyznaczenie punktów charakterystycznych funkcji,

9. Zestawienie tabelaryczne otrzymanych wyników,

10. Wykres funkcji.

Przykład 4.25. Zbadać przebieg zmienności funkcji 
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Rozwiązanie.

1. Wyznaczenie dziedziny funkcji. Funkcja jest określona dla każdego 
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2. Wyznaczenie miejsc zerowych funkcji. Brak miejsc zerowych funkcji.

3. Wyznaczenie granic funkcji na końcach przedziałów określoności.
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4. Badanie parzystości funkcji. Funkcja jest parzysta ponieważ
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5. Wyznaczenie asymptot. Funkcja nie posiada asymptot pionowych, ponieważ jest ciągła w przedziale 
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czyli istnieje asymptota pozioma 
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6.
Wyznaczenie przedziałów monotoniczności funkcji:


a) obliczenie pierwszej pochodnej funkcji:
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b) wyznaczenie miejsc zerowych pierwszej pochodnej funkcji:
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c) wyznaczenie przedziałów, w których pierwsza pochodna jest dodatnia oraz przedziałów, w których pierwsza pochodna jest ujemna:
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7.
Wyznaczenie przedziałów wypukłości i wklęsłości funkcji


a) obliczenie drugiej pochodnej funkcji:
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b) wyznaczenie miejsc zerowych drugiej pochodnej:
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c) wyznaczenie przedziałów, w których druga pochodna jest dodatnia oraz przedziałów, w których druga pochodna jest ujemna:


znak drugiej pochodnej zależy od wyrażenia 
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skąd wynika, że druga pochodna 
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8.
Wyznaczenie punktów charakterystycznych funkcji.


Miejsca zerowe pierwszej pochodnej funkcji: jest jedno 
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Miejsca zerowe drugiej pochodnej znajdują się w punktach: 
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9.
Zestawienie tabelaryczne otrzymanych wyników.
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10. Wykres funkcji.
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Zadania

1. Obliczyć pochodną funkcji 
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2. Obliczyć pochodną funkcji 
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3. Stosując regułę de L’Hospitala obliczyć granicę funkcji 
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4. Zbadać czy przedstawione funkcje są parzyste czy nieparzyste:
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5. Znaleźć przedziały monotoniczności funkcji:
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6. Znaleźć ekstrema funkcji
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7. Znaleźć najmniejsze i największe wartości funkcji w danym przedziale:
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8. Znaleźć wszystkie asymptoty krzywych:
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9. Zbadać przebieg zmienności funkcji:
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Rys. 4.2. Różniczka funkcji
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Rys. 4.3. Wykres funkcji � EMBED Equation.3  ���
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Rys. 4.4. Znajdowanie przedziałów monotoniczności funkcji
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Rys.4.5. Minimum lokalne funkcji.





Rys.4.6. Maksimum lokalne funkcji
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